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Q¥ Magnustyv jev, dynamika tekutin
M {7ika, matematika
#%s 16—19 let

1| SOUHRN

Otacejici se mi¢, kterg se pohybuje vzduchem, se krouti v dd-
sledku Magnusova jevu, coz je sila plsobici kolmo na smér
a osu rotace mite. Uvedeme zde nékolik praktickych pokus(, si-
mulaci a metod pro vgpocet trajektorie.

2| PRVOTNI KONCEPCE

V €ervnu 1997 vsitil Roberto Carlos proslulg goél z volného kopu
ze vzdalenosti 35 m, kter§ dodnes udivuje divaky. ™M Jak se
mohl mi€ takto chovat — nejprve letél jednim smérem, aby se
nakonec jakoby zazrac¢né stocil k brance? Odpovéd je, ze se
mi¢ ve vzduchu otaéi a je vystaven Magnusovu jevu. Pokud se
chcete podivat na Gvod do volngch kopt od samotnému mistra
Roberta, vysoce vam doporucujeme jeho video z domovskeé
stranky UEFA Training Ground. 12! Pokud se chcete dozvédét vice
0 Magnusovu jevu, pokracujte ve cten.

Abychom mohli analyzovat trajektorii mi¢e, musime posoudit
tfi sily pdsobici na mic: tihovou silu F, Magnusovu silu Fy, a silu
odporovou ;.

OBR. 1 Sily 3!
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Tihova sila je jednoduse dana druhgm Newtonovgm zakonem,
Fq=mg, kde m je hmotnost mice a g je tihové zrychleni.

Magnusova sila F, je v§sledkem rozdild v tlaku na protilehlgch
stranach mice. Zmény tlaku Ize popsat na zakladé Bernoulliho
principu. Pro bod na povrchu pohybujicim se médiem rychlosti
v plati, Ze celkovy tlak p je roven okolnimu statickému tlaku p,
plus dynamickému tlaku g (RoV. 1), kde p je hustota média, v na-
Sem pfipadé hustota vzduchu. Kdyz se ale otaci mic nebo vélec
s polomérem R (Ghlovou rychlosti w v radianech za sekundu],
je bod na povrchu na jedné strané mice vystaven vys$simu prd-
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toku vzduchu (v + wR) nez protilehl§ bod na druhé strané
(v — wR). Dosazenim do RoV. 1. mizeme odvodit rozdil tlaku
Ap=2pwvR.

p=q+pg= p; +Pg (ROV. 1)
2p= (G5 +p0) - (2045

_ pllv+ a)R]ZZ— (v-wR)?) _ 2 pwvR

Fy= ApA=(2pwvR)A

Pro vélec: F,, = 4pwvR?h. (ROV. 2)
Pro kouli: Fy, = 2pwvTtR®. (ROV. 3)

Tlak pGsobici na povrch bude F,. Aniz bychom se pfili§ podrobné
zabgvali matematickou strankou tohoto jevu, zaméfime se na
sily pdsobici kolmo ke sméru proudéni tekutin. Kazda sila pdso-
bicf jingm smérem nez kolmo na proudéni bude z divodu sy-
metrie vyruSena jinou silou pUsobici opaéngm smérem. Podi-
vame se tedy pouze na u¢inng prifez A predmétu. U mice bude
Ajednoduse kruh o poloméru R (pouzitg v Rov. 3); u valce bude
A obdélnik o visce 2R a Sifce h (pouzity v Rov. 2). Z hlediska
vektorl je I?M pfimo Umérna vektorovému soucinu smérové
rychlosti a Ghlové rychlosti.

A'nakonec musime vyhodnotit silu odporovou F,. Odpor je slo-
Zitg, protoze proudéni vzduchu mdze byt laminarni nebo turbu-
lentni, coz do zna¢né miry zavisi na tvaru pfedmétu a povaze
tekutiny, kterou se pohybuje. Pro nase pokusy staci pfedpokla-
dat, Ze proudéni je laminarni (jako na 0BR. 1), a pouzit stan-
dardni rovnici odporu, kde sila sméfuje opaéngm smérem vci
vav piimé mérnosti s rychlosti: F, = Bv. je konstanta, ktera
zavisi na vlastnostech tekutiny a rozmérech pfedmétu; pro fot-
balovy mi¢ ve vzduchu je B = 0,142 %“‘1.

3|CO STUDENTI DELAJI

Zde uvadime tfi rdzné moznosti, jak ukadzat Magnusudv jev.
VSechny tyto pokusy Ize provadét jako jednoduché ukazky, ale
muZete je také zaznamenat a pomoci nasich modeld trajektorie
analyzovat. V tom pfipadé dbejte na to, abyste zaznam vyhoto-
vili pomoci stacionarni kamery ve stejné vsce jako pfedméty
a kolmo na trajektorii, alespon ve vzdalenosti nékolika metrd,
abyste minimalizovali Ghlové zkresleni. Film pak Ize analyzovat
pomoci programu pro sledovani pohybu. Doporucujeme
Tracker %1 Podrobng névod pro pouziti aplikace Tracker najdete
v nasi prvni prirucce iStage 14l K dispozici je také vynikajici ap-
likace nazvana VidAnalysis!”], kterd zaznamena trajektorii
a provede analgzu pfimo na zafizeni se systémem Android
(0BR. 2€). Hodnoty je také mozné exportovat pro dalsi analgzu;
vtomto pfipadé pouzivdme volné dostupny program
GeoGebra 81,
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OBR. 2 Sklon valce
3|1 Pokusy s valcem
Pomoci papird forméatu A4 nebo A3 alepidla vytvofte riizné

vélce. Pripravte naklonénou rovinu a poustéjte valce dold,
abyste dosahli volného padu s rotaci (0BR. 2A).

Studenti mohou zkoumat, co se stane, kdyz zméni sklon roviny
¢i polomér nebo vysku valce. Experimentalné mohou studenti
ur€it parametry, pfi ktergch je viditelné dosazeno vétsiho
Ucinku, a dat je do souvislosti s ROV. 2, popf. mohou jit jeSté dale,
extrahovat hodnoty a pFikrocit k jejich analgze [model I} podle
nize uvedeného popisu.

Magnus(yv jev ve vodé (0BR. 3) je diky vyssi hustoté média jesté
pUsobivéjsi. Valec musi mit vys$si hustotu nez voda a drsny po-

OBR. 3 Magnusdv jev ve vodé

vrch pro vyssi tfeni. PouZili jsme pevnou teflonovou tyc nalepe-
nou na povrch. Pro Gpravu hmotnosti valce mdzete na jeho
konce nalepit mince.

kud k sobé spodnf stranou pfilepite nebo paskou upevnite dva
polystyrénové kelimky, abyste z nich vytvorili valec s pasem
uprostfed. ! Okolo stfedu valce omotejte provazek a valec vy-
hodte do vzduchu tak, Ze za provazek zatahnete (0BR. 4; na na-
Sich strankach pro aplikaci GeoGebra je k dispozici také odkaz
na film 1291}, Vy7aduje to uré&itou praxi, ale vgsledek je mimo-
fadné pusobivy. Ve srovnani s ostatnimi pokusy s valcem je
tento pokus hlife reprodukovatelny, protoze trajektorie zavisf
na Uhlu a na tom, jak za provazek zatahnete. Pfesto mizete in-
dividualng jednotlivé trajektorie analyzovat. Na 0BR. 4 pfejdou
létajici kelimky do kruhového pohybu. Je-li Magnusiv jev vg-
razné vétsi nez tihova sila, chova se F\, jako dostfediva sila.
Tento uZite¢ny predpoklad bude pouZzit pozdgji pfi analjze
adajh.

OBR. 4 Létajici kelimky

3|2 Anal{za Gdaju

Pro analzu trajektorii jsme vytvofili rGzné matematické mo-
dely. Tyto modely jsou pfimo dostupné online z nasich stranek
iStage 3 GeoGebra 1%, Ddrazné vam doporugujeme, abyste si je
pred pfectenim tohoto textu otevfeli. Pob&zi pfimo ve vasem
prohlizeci, staci jen na odkaz kliknout.

Ve vSech v(poctech predpokladame, Ze rotace je béhem letu
konstantni. Nasledné vytvofime dva zjednoduSené modely na
zakladé rdznygch predpokladd:

Model I: Stejné jako u otaznikové trajektorie létajicich papiro-
v(ch kelimkd (0BR. 4) se bude F,, chovat jako dostiediva sila
a vypocitana trajektorie pfedmétu bude mit podobu kruhu o po-
loméru . Tento pfedpoklad je oddvodnény i pi pokutovém kopu,
kdy celkova rychlost mice zdstava zhruba stejna. Urcita ¢ast
energie je ztracena v ddsledku turbulenci, takze pro popis této
ztraty musime zavést konstantu C,.

Pak dostaneme:

mv

Fy=C.2pwvRA = Pt




mv

Prokouli:r= ——~ . (ROV. 4)
2C. Tpwh?

Provalec:r=—__ M (ROV. 5)
4C,pwhR?

Drahu mizete sledovat na nasem modelu GeoGebra na OBR. 4

(1étajici kelimky) a zménit stfed kruhu a C,. Pohrajte si s para-
metry, abyste ziskali co nejlepsifeSeni; model spocita r z ROV. 5.

Pro nase Udaje je nejlepsifeSeni C, = 0,86.

OBR. 5 Anal{za létajicich kelimkd

Model lI: Pro zjednoduseni v(poc¢td pfi pokusu s papirovgm val-
cem (0BR. 2) mohou studenti pfedpokladat, Ze Magnusdv jev pd-

sobi pfedevsim kolmo k po¢atecnimu sméru pohybu a Ze valce
dosahly pfi padu maximalni rychlosti. S témito predpoklady se
Fp aFy rusi a Magnusdv jev Ize povazovat za zrychleni a ve

Roberto Carlos's frae kick:
v=3T8
= shot from distance x =35 m
w = B8 . velocit Il'ld ﬂﬂl’il‘ e Eﬂ on ﬂ"z'

vimis]; wradis); mkgl rxy [m]

c =018

= mv/2C pwRw)
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sméru y, takze vypocitana trajektorie bude mit tvar parabolické
krivky:

a pwWRA
=—X = = C —X".
I I
3

Pro kouli: y =C, sz. (ROV. 6)

mv
2

Provalec:y =C, 2pwhR” X2, (ROV. 7)

mv

Toto je zjednoduseni, ale dostaneme tak podobnou hodnotu C
jako ve druhém modelu.

Na nasich strankach pro aplikaci GeoGebra (0BR. 6) jsme pfipra-
vili model proslulého volného kopu Roberta Carlose. Mizete si
pohrat témeF se vSemi parametry, abyste zménili vchozi situ-
aci (vzdalenost, Ghel, velikost branky, C,, rychlost, rotace, po-
staveni ¢tyftlenné zdi atd.). Analgza ukaze vypocitanou trajek-
torii obou modeld | all, tentokrat s vyuzitim ROV. 4 a ROV. 6,
protoze v tomto pfipadé se zabgvame micem, ne valcem. Vy-
zvéte své studenty, aby nasli nejlepsi hodnoty pro danou kon-
figuraci, popfipadé je pozadejte, aby nalezli podminky, za kte-
rgch modely vedou k rizngm trajektoriim, a zeptejte se je na
vysvétleni. (Zjistite, ze modely se lisi v pfipadé, ze date mici
velmi nizkou rychlost a vysokou rotaci).

3|3 Simulace

Simulace 2D: Po nékolika praktickjch pokusech mohou stu-
denti Magnustv jev nasimulovat. Stahnéte si program Java 111,
V této simulaci mohou studenti ménit po¢atec¢ni rychlost, dhel,
koeficient odporu a Ghlovou frekvenci. Smér rotace a sily plso-
bici na mi¢ odpovidaji 0BR. 1. Na 0BR. 7 znadzorfujeme tfi pfi-
klady trajektorii pod Ghlem 30° s frekvenci 0, 5 a 10 % Vidite,

y=C,mwpwR/(vm)x*

OBR. 6 Anal{jza volného kopu
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OBR. 7 2D simulace (Cristian Militaru)

ze se hodnoty X,., aYne ZVYSuji, pokud se zvysSuje
i frekvence.

Simulace 3D: Znovu jsme stanovili trajektorii volného kopu Ro-

berta Carlose (0BR. 8). Nyni se o to mlZzete pokusit sami, kdyz si

stahnete pFislusng program Java 13, Pozdégji miizete vyzkou-

Set jinou verzi!'¥ bez kopu, kde miZete parametry libovolné
meénit a sledovat, jak{ to bude mit vliv na trajektorii.

V 3D modelu je vSe mnohem sloZitgjsi. Ve dvojrozmérném mo-
delu mdze mit mi¢ pouze horni nebo spodni rotaci, takze trajek-

torie a Magnusova sila budou vzdy puisobit ve stejné roving.
V tfirozmérném modelu Magnusav jev zakrouti trajektorii mice,
ale moment hybnosti rotace bude vzdy zachovan, protoze mit

se chové jako gyroskop. Uhel mezi v a w se tedy bude v riz-

OBR. 8 3D simulace

jednoduse Ciselné spocita vsechny sily na kazdém snimku na
zakladé hodnot z predchoziho snimku. Program je napsan v ja-
zyce Processing 2, co7 je zjednoduSena verze Java.

4| ZAVER

Na fotbalovém hfisti je trajektorie mi¢e velmi komplexnia zavisi
na fadé faktorG. Pro jeji studium ve tfidé ji studenti museji roz-
lozit do jednotlivgch pochopitelngch slozek pomoci modeld
a zjednoduseni. Tyto pokusy, modely a simulace ndm umoznuji
zjistit, co mUZeme usuzovat z prace s védeckou metodou: Po-
kud bychom pfedpokladali, Ze se zapas hraje pod vodou nebo
ze Ize fotbalovy mi¢ nahradit dvéma papirovmi kelimky, byli
bychom velmi blizko k vysvétlenitoho, jak se Robertu Carlosovi
podafilo drahu mice tak zatocit.

5| MOZNOSTI SPOLUPRACE

Na nasi platformé iStage 3 GeoGebra 1% najdete informace
o tom, jak ziskate kopii nasich GeoGebra soubor(i a jak je pouzi-
vat. Navrhujeme Ukol: zjistéte nejvyssi mozng Magnustv jev
pro pokus s létajicimi papirovgmi kelimky. To odpovida zjisténi
nejvyssi hodnoty C,, co nejblize hodnoté 1. Svou analgzu, vg-
sledky a modely mézete sdilet 111,
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