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  Magnusův jev, dynamika tekutin

  fyzika, matematika

  16–19 let

1 | SOUHRN
Otáčející se míč, který se pohybuje vzduchem, se kroutí v dů-
sledku Magnusova jevu, což je síla působící kolmo na směr 
a osu rotace míče. Uvedeme zde několik praktických pokusů, si-
mulací a metod pro výpočet trajektorie. 

2 | PRVOTNÍ KONCEPCE
V červnu 1997 vsítil Roberto Carlos proslulý gól z volného kopu 
ze vzdálenosti 35 m, který dodnes udivuje diváky. [1] Jak se 
mohl míč takto chovat – nejprve letěl jedním směrem, aby se 
nakonec jakoby zázračně stočil k brance? Odpověď je, že se 
míč ve vzduchu otáčí a je vystaven Magnusovu jevu. Pokud se 
chcete podívat na úvod do volných kopů od samotnému mistra 
Roberta, vysoce vám doporučujeme jeho video z domovské 
stránky UEFA Training Ground. [2] Pokud se chcete dozvědět více 
o Magnusovu jevu, pokračujte ve čtení. 

Abychom mohli analyzovat trajektorii míče, musíme posoudit 
tři síly působící na míč: tíhovou sílu Fg, Magnusovu sílu FM a sílu 
odporovou FD . 

Tíhová síla je jednoduše dána druhým Newtonovým zákonem, 
Fg = mg, kde m je hmotnost míče a g je tíhové zrychlení. 

Magnusova síla FM je výsledkem rozdílů v tlaku na protilehlých 
stranách míče. Změny tlaku lze popsat na základě Bernoulliho 
principu. Pro bod na povrchu pohybujícím se médiem rychlostí 
v platí, že celkový tlak p je roven okolnímu statickému tlaku p0 
plus dynamickému tlaku q (ROV. 1), kde � je hustota média, v na-
šem případě hustota vzduchu. Když se ale otáčí míč nebo válec 
s poloměrem R (úhlovou rychlostí � v radiánech za sekundu), 
je bod na povrchu na jedné straně míče vystaven vyššímu prů-

toku vzduchu (v + �R) než protilehlý bod na druhé straně 
(v – �R). Dosazením do ROV. 1. můžeme odvodit rozdíl tlaku 
Δp = 2��vR. 

p = q + p0 = ρv2    
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FM =  ΔpA = (2ρ�vR)A

Pro válec: FM = 4ρ�vR2h. (ROV. 2)

Pro kouli: FM = 2ρ�vπR3. (ROV. 3)

Tlak působící na povrch bude FM. Aniž bychom se příliš podrobně 
zabývali matematickou stránkou tohoto jevu, zaměříme se na 
síly působící kolmo ke směru proudění tekutin. Každá síla půso-
bící jiným směrem než kolmo na proudění bude z důvodu sy-
metrie vyrušena jinou silou působící opačným směrem. Podí-
váme se tedy pouze na účinný průřez A předmětu. U míče bude 
A jednoduše kruh o poloměru R (použitý v ROV. 3); u válce bude 
A obdélník o výšce 2R a šířce h (použitý v ROV. 2). Z hlediska 
vektorů je FM přímo úměrná vektorovému součinu směrové 
rychlosti a úhlové rychlosti.

A nakonec musíme vyhodnotit sílu odporovou FD. Odpor je slo-
žitý, protože proudění vzduchu může být laminární nebo turbu-
lentní, což do značné míry závisí na tvaru předmětu a povaze 
tekutiny, kterou se pohybuje. Pro naše pokusy stačí předpoklá-
dat, že proudění je laminární (jako na OBR. 1), a použít stan-
dardní rovnici odporu, kde síla směřuje opačným směrem vůči 
v a v přímé úměrnosti s rychlostí: FD = βv. β je konstanta, která 
závisí na vlastnostech tekutiny a rozměrech předmětu; pro fot-
balový míč ve vzduchu je β = 0,142  

kg    

s   [4].

3 | CO STUDENTI DĚLAJÍ
Zde uvádíme tři různé možnosti, jak ukázat Magnusův jev. 
Všechny tyto pokusy lze provádět jako jednoduché ukázky, ale 
můžete je také zaznamenat a pomocí našich modelů trajektorie 
analyzovat. V tom případě dbejte na to, abyste záznam vyhoto-
vili pomocí stacionární kamery ve stejně výšce jako předměty 
a kolmo na trajektorii, alespoň ve vzdálenosti několika metrů, 
abyste minimalizovali úhlové zkreslení. Film pak lze analyzovat 
pomocí programu pro sledování pohybu. Doporučujeme 
Tracker [5]. Podrobný návod pro použití aplikace Tracker najdete 
v naší první příručce iStage [6]. K dispozici je také vynikající ap-
likace nazvaná VidAnalysis [7], která zaznamená trajektorii 
a provede analýzu přímo na zařízení se systémem Android 
(OBR. 2C). Hodnoty je také možné exportovat pro další analýzu; 
v tomto případě používáme volně dostupný program 
GeoGebra [8]. 

FD

Fg

FM

OBR. 1 Síly [3] 
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3 | 1  Pokusy s válcem
Pomocí papírů formátu A4 nebo A3 a lepidla vytvořte různé 
válce. Připravte nakloněnou rovinu a pouštějte válce dolů, 
abyste dosáhli volného pádu s rotací (OBR. 2A).

Studenti mohou zkoumat, co se stane, když změní sklon roviny 
či poloměr nebo výšku válce. Experimentálně mohou studenti 
určit parametry, při kterých je viditelně dosaženo většího 
účinku, a dát je do souvislosti s ROV. 2, popř. mohou jít ještě dále, 
extrahovat hodnoty a přikročit k jejich analýze (model II) podle 
níže uvedeného popisu. 

Magnusův jev ve vodě (OBR. 3) je díky vyšší hustotě média ještě 
působivější. Válec musí mít vyšší hustotu než voda a drsný po-

vrch pro vyšší tření. Použili jsme pevnou teflonovou tyč nalepe-
nou na povrch. Pro úpravu hmotnosti válce můžete na jeho 
konce nalepit mince.

Ještě efektnější, ale složitější konfigurace dosáhnete tehdy, po-
kud k sobě spodní stranou přilepíte nebo páskou upevníte dva 
polystyrénové kelímky, abyste z nich vytvořili válec s pasem 
uprostřed. [9] Okolo středu válce omotejte provázek a válec vy-
hoďte do vzduchu tak, že za provázek zatáhnete (OBR. 4; na na-
šich stránkách pro aplikaci GeoGebra je k dispozici také odkaz 
na film [10]). Vyžaduje to určitou praxi, ale výsledek je mimo-
řádně působivý. Ve srovnání s ostatními pokusy s válcem je 
tento pokus hůře reprodukovatelný, protože trajektorie závisí 
na úhlu a na tom, jak za provázek zatáhnete. Přesto můžete in-
dividuálně jednotlivé trajektorie analyzovat. Na OBR. 4 přejdou 
létající kelímky do kruhového pohybu. Je-li Magnusův jev vý-
razně větší než tíhová síla, chová se FM jako dostředivá síla. 
Tento užitečný předpoklad bude použit později při analýze 
údajů.

3 | 2  Analýza údajů
Pro analýzu trajektorií jsme vytvořili různé matematické mo-
dely. Tyto modely jsou přímo dostupné online z našich stránek 
iStage 3 GeoGebra [10]. Důrazně vám doporučujeme, abyste si je 
před přečtením tohoto textu otevřeli. Poběží přímo ve vašem 
prohlížeči, stačí jen na odkaz kliknout. 

Ve všech výpočtech předpokládáme, že rotace je během letu 
konstantní. Následně vytvoříme dva zjednodušené modely na 
základě různých předpokladů: 

Model I: Stejně jako u otazníkové trajektorie létajících papíro-
vých kelímků (OBR. 4) se bude FM chovat jako dostředivá síla 
a vypočítaná trajektorie předmětu bude mít podobu kruhu o po-
loměru r. Tento předpoklad je odůvodněný i při pokutovém kopu, 
kdy celková rychlost míče zůstává zhruba stejná. Určitá část 
energie je ztracena v důsledku turbulencí, takže pro popis této 
ztráty musíme zavést konstantu Cs.

Pak dostaneme: 

FM = Cs2ρ�vRA =   
mv2

r
   .

OBR. 2 Sklon válce

OBR. 3 Magnusův jev ve vodě

OBR. 4 Létající kelímky

2A

2C2B
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Pro kouli: r =   mv    

2Cs�ρ�R3
   . (ROV. 4)

Pro válec: r =   mv    

4Csρ�hR2
   . (ROV. 5)

Dráhu můžete sledovat na našem modelu GeoGebra na OBR. 4 
(létající kelímky) a změnit střed kruhu a Cs. Pohrajte si s para-
metry, abyste získali co nejlepší řešení; model spočítá r z ROV. 5. 
Pro naše údaje je nejlepší řešení Cs = 0,86.

Model II: Pro zjednodušení výpočtů při pokusu s papírovým vál-
cem (OBR. 2) mohou studenti předpokládat, že Magnusův jev pů-
sobí především kolmo k počátečnímu směru pohybu a že válce 
dosáhly při pádu maximální rychlosti. S těmito předpoklady se 
FD a Fg ruší a Magnusův jev lze považovat za zrychlení a ve 

směru y, takže vypočítaná trajektorie bude mít tvar parabolické 
křivky: 

y =  
a   

2v2
  x2     ⟹    y = Cs  ρ�RA   

mv
  x2 .

Pro kouli:  y = Cs   �ρ�R3   

mv
  x2 . (ROV. 6)

Pro válec: y = Cs   2ρ�hR2   

mv
  x2. (ROV. 7)

 
Toto je zjednodušení, ale dostaneme tak podobnou hodnotu Cs 
jako ve druhém modelu. 

Na našich stránkách pro aplikaci GeoGebra (OBR. 6) jsme připra-
vili model proslulého volného kopu Roberta Carlose. Můžete si 
pohrát téměř se všemi parametry, abyste změnili výchozí situ-
aci (vzdálenost, úhel, velikost branky, Cs , rychlost, rotace, po-
stavení čtyřčlenné zdi atd.). Analýza ukáže vypočítanou trajek-
torii obou modelů I a II, tentokrát s využitím ROV. 4 a ROV. 6, 
protože v tomto případě se zabýváme míčem, ne válcem. Vy-
zvěte své studenty, aby našli nejlepší hodnoty pro danou kon-
figuraci, popřípadě je požádejte, aby nalezli podmínky, za kte-
rých modely vedou k různým trajektoriím, a zeptejte se je na 
vysvětlení. (Zjistíte, že modely se liší v případě, že dáte míči 
velmi nízkou rychlost a vysokou rotaci). 

3 | 3  Simulace
Simulace 2D: Po několika praktických pokusech mohou stu-
denti Magnusův jev nasimulovat. Stáhněte si program Java [11]. 
V této simulaci mohou studenti měnit počáteční rychlost, úhel, 
koeficient odporu a úhlovou frekvenci. Směr rotace a síly půso-
bící na míč odpovídají OBR. 1. Na OBR. 7 znázorňujeme tři pří-
klady trajektorií pod úhlem 30° s frekvencí 0, 5 a 10  ot.

s  . Vidíte, 

OBR. 5 Analýza létajících kelímků

OBR. 6 Analýza volného kopu
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že se hodnoty xmax a ymax zvyšují, pokud se zvyšuje 
i frekvence.

Simulace 3D: Znovu jsme stanovili trajektorii volného kopu Ro-
berta Carlose (OBR. 8). Nyní se o to můžete pokusit sami, když si 
stáhnete příslušný program Java [11]. Později můžete vyzkou-
šet jinou verzi [11] bez kopu, kde můžete parametry libovolně 
měnit a sledovat, jaký to bude mít vliv na trajektorii.

V 3D modelu je vše mnohem složitější. Ve dvojrozměrném mo-
delu může mít míč pouze horní nebo spodní rotaci, takže trajek-
torie a Magnusova síla budou vždy působit ve stejné rovině. 
V třírozměrném modelu Magnusův jev zakroutí trajektorii míče, 
ale moment hybnosti rotace bude vždy zachován, protože míč 
se chová jako gyroskop. Úhel mezi v a ω se tedy bude v růz-
ných bodech trajektorie lišit, což způsobí složitější trajektorii 
míče. Na rozdíl od výpočtů v aplikaci GeoGebra tento program 

jednoduše číselně spočítá všechny síly na každém snímku na 
základě hodnot z předchozího snímku. Program je napsán v ja-
zyce Processing [12], což je zjednodušená verze Java.

4 | ZÁVĚR
Na fotbalovém hřišti je trajektorie míče velmi komplexní a závisí 
na řadě faktorů. Pro její studium ve třídě ji studenti musejí roz-
ložit do jednotlivých pochopitelných složek pomocí modelů 
a zjednodušení. Tyto pokusy, modely a simulace nám umožňují 
zjistit, co můžeme usuzovat z práce s vědeckou metodou: Po-
kud bychom předpokládali, že se zápas hraje pod vodou nebo 
že lze fotbalový míč nahradit dvěma papírovými kelímky, byli 
bychom velmi blízko k vysvětlení toho, jak se Robertu Carlosovi 
podařilo dráhu míče tak zatočit.

5 | MOŽNOSTI SPOLUPRÁCE
Na naší platformě iStage 3 GeoGebra [10] najdete informace 
o tom, jak získáte kopii našich GeoGebra souborů a jak je použí-
vat. Navrhujeme úkol: zjistěte nejvyšší možný Magnusův jev 
pro pokus s létajícími papírovými kelímky. To odpovídá zjištění 
nejvyšší hodnoty Cs, co nejblíže hodnotě 1. Svou analýzu, vý-
sledky a modely můžete sdílet [11].
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OBR. 7 2D simulace (Cristian Militaru)

OBR. 8 3D simulace

Červená čára: s Magnusovým jevem
Modrá čára: bez Magnusova jevu
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