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1| STRESZCZENIE

Obracajaca sie pitka poruszajaca sie w powietrzu bedzie zakrecac
ze wzgledu na efekt Magnusa, czyli site dziatajaca prostopadle do
kierunku i osi obrotu pitki. W tej jednostce prezentujemy kilka
praktycznych doswiadczen, symulacji i metod w celu obliczenia
jej trajektorii.

2|WPROWADZENIE KONCEPCYJNE

W czerwcu 1997 roku Roberto Carlos strzelit stynnego gola z rzutu

wolnego z odlegtosci 35 m od bramki, ktdry weigz zdumiewa ogla-
dajacych ten strzat!tl. Jak pitka moze zachowywac sie w ten spo-
séb, lecac w jednym kierunku zaczyna magicznie zakrecac w kie-

runku bramki? OdpowiedZ brzmi: pitka kreci sie w powietrzu
i podlega sile Magnusa. Jesli chcecie obejrze¢ wprowadzenie do
rzutéw wolnych w wykonaniu samego mistrza Roberto, goraco
zachecamy do obejrzenia jego filmu na stronie UEFA Training
Ground 2., Jesli chcecie dowiedziec sie kilku rzeczy na temat sity
Magnusa, czytajcie dalej.

Aby przeanalizowac trajektorie pitki, musimy ocenic trzy sity dzia-
tajace na nia: grawitacji F;, Magnusa F, i opor Fp.

RYS. 1 Sity 3]
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Sita grawitacji jest opisana drugq zasady dynamiki Newtona,
F4=mg, gdzie m to masa pitki, a g to przyspieszenie ziemskie.

Efekt Magnusa F), wystepuje w wyniku réznic ci$niefi po obu stro-

nach pitki. Zmiany w ci$nieniu mozna opisac, uzywajac réwnania

Bernoulliego. Dla punktu na powierzchni poruszajacego sie wzgle-

dem otoczenia z predkoscig v, catkowite ciSnienie p jest rowne

otaczajacemu cisnieniu statycznemu p, i ci$nieniu dynamiczne-
mu g (ROWN. 1), gdzie p to gestosc orodka (w naszym przypad-

ku bedzie to gesto$¢ powietrza). Jednak kiedy pitka lub cylinder

=
PO(D)KRECONA FIZYKA [58})
=77

o promieniu R obraca sie (z predkoscig katowa w w radianach na
sekunde), punkt na powierzchni po jednej stronie pitki poddawa-
ny jest dziataniu wiekszego przeptywu powietrza (v + wR) niz
punkt po przeciwnej stronie (v — wR). Stad mozemy obliczycé réz-
nice w ci$nieniu Ap = 2pwvR Z ROWN. 1.

p=q+p0=pTv2+pU (ROWN. 1)
R

_ pllv+ wR]ZZ— (v-wR)?) _, PR

F,= ApA=(2pwvR)A

Dla walca: Fy, = 4pwvR?h. (ROWN. 2)
Dla kuli: F, = 2pVTIRS. (ROWN. 3)

Sita Magnusa zalezy zatem od réznicy ci$nierh i powierzchni pola
przekroju ciata. Bez zagfebiania sie w doktadne obliczenia mate-
matyczne, zajmiemy sie jedynie sitami dziatajgcymi prostopadle
wzgledem przeptywu cieczy. Kazda sita dziatajaca w kierunku in-
nym niz prostopadle do przeptywu bedzie zréwnowazona przez
inng przeciwng site w wyniku symetrii. Dlatego zajmujemy sie tyl-
ko uzyteczna powierzchnia przekrojuA przedmiotu. W przypadku
pitki A bedzie po prostu kotem o promieniu R (uzyty w ROWN. 3);
w przypadku walca A bedzie prostokatem o wysokosci 2R i szero-
kosci h (uzyty w ROWN. 2). Pod wzgledem wektorowym F, jest
proporcjonalna do iloczynu wektorowego predkosci kierunkowej
i katowe;j.

Ostatecznie nalezy oszacowac site oporu Fj. Op6r jest skompli-
kowany, poniewaz przeptyw powietrza moze by¢ warstwowy
lub zaburzony, zalezac w duzej mierze od ksztaftu przedmiotu
i natury ptynu, w ktérym sie porusza. Do celéw naszych do-
Swiadczen wystarczy przyjac, ze przeptyw ten jest warstwowy
(jak na Rys. 1] iuzyjemy standardowego réwnania na opér,
gdzie sita jest skierowana w przeciwnym kierunku do v i propor-
cjonalna do predkosci: Fj, = Bv. B to stata, ktéra zalezy od wha-
$ciwosci cieczy i wymiaréw przedmiotu, w przypadku pitki noz-
nej i powietrza jest to f = 0,142 %[‘].

3| ZADANIE UCZNIOW

Prezentujemy trzy rézne przyktady zademonstrowania efektu Ma-
gnusa. Wszystkie te doSwiadczenia mozna przeprowadzi¢ jako
proste pokazy, ale mozna je réwniez sfilmowac i uzy¢ naszych
modeli do analizy trajektorii. W takim przypadku nalezy zwréci¢
uwage, aby nagrywac film kamera stacjonarng na tej samej wyso-
kosci co przedmioty i prostopadle do trajektorii oraz przynajmniej
z odlegtosci kilku metréw, aby zminimalizowac¢ znieksztatcenia
katowe. Film mozna nastepnie przeanalizowac za pomoca progra-
mu do wideopomiaréw. Polecamy program Tracker 1. Szczegoto-
we instrukcje dotyczace uzywania narzedzia Tracker znajduja sie
w naszej pierwszej broszurze iStage L. Istnieje Swietna aplikacja,
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RYS 2 Cylinder i pochylnia

VidAnalysis 7], ktéra nagrywa trajektorie i przeprowadza analize
bezposrednio w urzadzeniu z systemem Android (RYS. 2€). Dane
mozna takze wyeksportowa¢ do dalszej analizy; tutaj uzywamy
darmowego oprogramowania GeoGebra 81,

3|1 DoSwiadczenia z cylindrem

Wykonajcie rézne cylindry, uzywajac arkuszy papieru A4 lub A3
i kleju. Zamontuijcie tablice pod katem i pusccie cylindry w dét po na-
chyleniu, aby wprowadzi¢ je w swobodny ruch z obrotem (RYS. 2A).

Uczniowie mogg sprawdzi¢, co sie stanie, jesli zmienig nachylenie
deski, promien lub wysokos$¢ cylindra. Uczniowie mogg do$wiad-
czalnie okresli¢ parametry, ktdre beda widocznie zapewnia¢ wiek-
szy efekti powigzac go z ROWN. 2 lub mogg nawet wyekstrahowac

)
+.
:
Lt

RYS. 3 Efekt Magnusa w wodzie

danei przeprowadzi¢ ich analize (Model Il ) zgodnie z péZniejszym
opisem.

Efekt Magnusa w wodzie (RYS. 3) jest jeszcze wigkszy ze wzgledu na
wiekszg gestos¢ nosnika. Cylinder musi mie¢ wieksza gestosé niz
woda, a szorstka powierzchnia zwigksza tarcie. UzyliSmy litego pre-
ta teflonowego z rzepem przylepionym do powierzchni. Aby zwigk-
szyc ciezar cylindra, mozna przyklei¢ monety na jego koncach.

Jeszcze bardziej widowiskowa, ale trudniejsza konfiguracja zakfa-
da sklejenie klejem lub tasma dwdch podstawek styropianowych

kubkéw, tak aby mie¢ cylinder z przewezeniem na $rodku.!”! Na-
stepnie nalezy owing¢ sznurek wokét przewezenia i puscic cylin-
der w powietrze, szarpigc za sznurek (RYS. 4; jest rowniez link do

filmu na naszej stronie GeoGebra ). Wykonanie tego wymaga

pewnej wprawy, ale efekt jest niesamowity. To doswiadczenie jest
mniej odtwarzalne w poréwnaniu z innymi do$wiadczeniami z cy-
lindrami, poniewaz trajektoria zalezy od kata oraz sity szarpniecia

sznurka. Tym niemniej jednak mozecie przeanalizowac udane tra-
jektorie oddzielnie. Na RYS. 4 latajace kubki wykonuja ruch kolisty.
Jesli efekt Magnusa jest znaczaco wiekszy niz przyciaganie ziem-
skie, F),zachowuje sie jak sita doSrodkowa. Tego przydatnego za-
tozenia uzyjemy p6zniej podczas analizy danych.

RYS. 4 Latajace kubki

3|2 Analiza danych

Opracowali$my r6zne modele matematyczne do analizy trajekto-
rii. Modele te s dostepne bezposrednio na naszej stronie iStage 3
GeoGebra %, Goraco zachecamy, aby otworzyc te modele przed
dalszg lekturq tego tekstu. Otworzg sie bezposrednio w przegla-
darce —wystarczy klikngg link.

We wszystkich obliczeniach przyjelismy, ze ruch obrotowy jest
staty podczas lotu. Nastepnie przygotowali$my dwa uproszczone
modele oparte na réznych zatozeniach:

Model I: Podobnie jak w przypadku trajektorii latajgcych kubkéw
(w ksztatcie znaku zapytania) (RYS. 4), F,, bedzie zachowywac sie
jak sita dosrodkowa, a obliczona trajektoria przedmiotu bedzie
okregiem o promieniu r. To zatozenie jest réwniez uzasadnione
w przypadku rzutu karnego, gdzie catkowita predkos¢ pitki pozo-
staje mniej wiecej taka sama. Cze$¢ energii zostaje utracona ze
wzgledu na turbulencje, stad musimy wprowadzi¢ statg C,, aby
opisac te strate.




Tak wigc mamy:

2
F,y=C.2paovRA = mrv :

Dla kuli:r = ﬁ. (ROWN. 4)
STIPW
Dla cylindra:r= ﬁ, (ROWN. 5)
sPw

Widac $lad na RYs. 4 w naszym modelu GeoGebra (latajace kubki)

i zmiane Srodka okregu i C,. Pobawcie sie parametrami, aby zna-

lez¢ jak najlepsze dopasowanie; model pozwoli obliczyé r

ZROWN.5. W przypadku naszych danych najlepszym dopasowa-

niem jest C, = 0,86.

¢, = 0883

RYS. 5 Analiza latajacych kubkéw

Model II: Aby uprosci¢ obliczenia do celéw do$wiadczenia z cylin-
drem papierowym (RYS. 2), uczniowie moga przyjac, ze efekt Ma-

Roberto Carlos's free kick:
v=3T8
—_— shot from distance x =35 m
1 s i Yoty o ol el T
vimisl; wradish mkgh 1%y [m] g spess Wl il
¢, =018
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gnusa wystepuje gtéwnie prostopadle do pierwotnego kierunku
ruchui ze cylindry osiggnety maksymalna predko$¢ w momencie
spadania. Przy takich zatozeniach F i F; sig rownowazy, a efekt
Magnusa mozna uznac za przyspieszenie a w kierunku y, stad ob-
liczona trajektoria bedzie parabola:

a pwWRA
=—x2 > y=C X°.
I7 o0 Iy
3
Dia kuli: y = ¢, TP e (ROWN. 6)
mv
2
Dla cylindra:y =C, sz. (ROWN. 7)
mv

Jesttouproszczenie, jednak zapewni nam podobna wartos¢ C, jak
w naszym drugim modelu.

Na naszej stronie GeoGebra (RYS. 6) odtworzyli$my stynny rzut

wolny Roberto Carlosa. Mozecie pobawic sie prawie wszystkimi

parametrami, aby zmienia¢ konfiguracje (odleglos¢, kat, wymiary

bramki, C,, predkos$¢, obrot, ustawienie czteroosobowego muru

itp.). Analiza pokaze obliczong trajektorie w obu modelach — i ll —
tym razem przy uzyciu ROWN. 4 i ROWN. 6, poniewaz teraz anali-
zujemy pitke, a nie cylinder. Nauczyciel powinien zachecic¢ uczniéw,
aby poszukali najlepszych wartosci dla danego ustawienia lub po-
prosi€ ich, aby poszukali warunkéw, w ktérych obliczenia trajekto-
rii na podstawie obu modeli bedg inne i wyjasnili dlaczego [okaze

sie, ze wyniki beda sie roznic¢ przy pitce poruszajacej sie z bardzo

matg predkoscia i szybko obracajacej sie).

1|1 Symulacje

Symulacja 2D: Po praktycznych do$wiadczeniach uczniowie
moga zasymulowaé efekt Magnusa. Pobierzcie program Java 11,
W ramach tej symulacji uczniowie moga zmieniac pierwotna pred-
kos¢, kat, wspotczynnik oporu oraz czestotliwos¢ katowa. Ruch

RYS. 6 Analiza rzutu wolnego
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RYS. 7 Symulacja 2D

obrotowy i sity oddziatujace na pitke sq pokazane na RYS. 1. Na
RYS. 7 pokazujemy trzy przyktady trajektorii pod katem 30° przy
czestotliwosci 0, nastepnie 5i 10%“. Wida¢, ze wartoSciX o, i Ymax
rosna wraz ze wzrostem czestotliwosci.

Symulacja 3D: Po raz kolejny odtworzyli$my trajektorie rzutu wol-

nego Roberto Carlosa (RYS. 8). Teraz mozecie sprobowac swoich sit,

pobierajac odpowiedni program Java 114, PéZniej mozecie wypro-
bowac inng wersje 1 bez wykopu, ale mozecie zmieni¢ parame-

try dowolnie, aby sprawdzi¢, jaki wptyw beda mie¢ na trajektorie.

W symulacji 3D sytuacja nagle zdecydowanie sie zmienia. W mo-

delu dwuwymiarowym pitka moze miec tylko rotacje gérna lub dol-

ng, tak wiec trajektoria i sita Magnusa bedzie zawsze oddziatywa-

fa na tej samej ptaszczyznie. W tréjwymiarowym modelu sita

Magnusa bedzie zakrzywiac trajektorie pitki, ale moment pedu ru-
chu obrotowego bedzie zawsze zachowany, poniewaz pitka be-

RYS. 8 Symulacja 3D

dzie zachowywac sig jak zyroskop. Tak wigc kat pomiedzy v i w
bedzie inny w ré6znych punktach trajektorii, co zdecyduje ja skom-
plikuje. W przeciwienstwie do obliczen w programie GeoGebra ten
program po prostu oblicza wszystkie sity numerycznie w kazdej
klatce na podstawie wartosci w poprzedniej klatce. Program jest
napisany w Processing 12, uproszczonej wersji Javy.

4|WNIOSEK

Na boisku do pitki noznej trajektoria pitki jest ztozona i zalezy od
wielu réznych czynnikéw. Aby jg przeanalizowac¢ w klasie, ucznio-
wie musza podzieli¢ jq na czesci, ktérymi beda umieli sie zajac,
przy uzyciu modeli i uproszczen. Te do$wiadczenia, modele i sy-
mulacje dajg wglad w to, co mozna wywnioskowac z pracy z me-
toda naukowa;: jesli przyjmiemy, ze gra jest rozgrywana pod wodg
lub Ze pitke nozng mozna zastqpi¢ dwoma papierowymi kubkami,
wowczas bedziemy bardzo blisko wyjasnienia, jak Roberto Carlos
zdotat tak podkrecic pitke.

5|MOZLIWOSCI WSPOLPRACY

Na naszej platformie iStage 3 GeoGebra*® mozna znalez¢ infor-
macje na temat tego, jak uzyskac kopie naszych plikdw GeoGebra
i jak z nich skorzystac. Proponujemy konkurs: uzyskajcie jak naj-
wiekszy efekt Magnusa w doswiadczeniu z latajacymi papierowy-
mi kubkami. Odpowiada to znalezieniu najwyzszej wartosci dla C,
—mozliwie najblizszej 1. Mozecie udostepnic innym swoje analizy,
wynikii modele 41,
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