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1 | SAMMANFATTNING
En roterande boll som rör sig genom luften kommer att böja av 
på grund av Magnuseffekten, en kraft som verkar vinkelrätt mot 
bollens riktning och rotationsaxel. Här presenterar vi några 
praktiska experiment, simuleringar och metoder för att beräkna 
bollens bana. 

2 | PRESENTATION AV VIKTIGA BEGREPP
I juni 1997 gjorde Roberto Carlos ett berömt mål med en 35 m 
frispark som fortfarande förbryllar åskådaren. [1] Hur kan bollen 
bete sig på detta sätt, först färdas i en riktning och sedan ma-
giskt böja av mot målet? Svaret är att bollen snurrar i luften och 
utsätts för Magnuskraften. Om du vill se en introduktion till fris-
parkar av mästaren Roberto själv rekommenderar vi varmt 
hans video på UEFA:s hemsida Training Ground. [2] Om du vill ha 
en introduktion till Magnuskraften kan du fortsätta läsa. 

För att analysera banan för en boll måste vi beakta tre krafter 
som verkar på bollen: gravitationen Fg, Magnuskraften FM och 
motståndskraften FD . 

Tyngdkraften ges helt enkelt av Newtons andra lag, Fg = mg, där 
m bollens massa och g är tyngdaccelerationen. 

Magnuskraften FM uppträder på grund av skillnader i tryck vid 
bollens motstående sidor. Ändringarna i tryck kan beskrivas 
med Bernoulliprincipen. För en punkt som rör sig genom ett 
medium med hastigheten v är det totala trycket p lika med det 
omgivande statiska trycket p0 plus det dynamiska trycket q 
(EKV. 1), där � är mediets densitet, i vårt fall densiteten hos luft. 
Men när en boll eller cylinder med radien R roterar (med vinkel-
hastigheten � i radianer per sekund), utsätts en punkt på ytan 

av ena sidan av bollen för ett högre luftflöde (v + �R) än mot-
svarande punkt på den andra sidan (v – �R). Därigenom kan 
vi härleda tryckskillnaden Δp = 2��vR från EKV. 1. 

p = q + p0 = ρv2    

2
 + p0   (EKV. 1)
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FM =  ΔpA = (2ρ�vR)A

För en cylinder: FM = 4ρ�vR2h. (EKV. 2)

För en sfär: FM = 2ρ�vπR3. (EKV. 3)

Trycket som verkar på ytan utgör FM. Utan att gå alltför djupt in 
i matematiken bakom behöver vi bara betrakta de krafter som 
verkar vinkelrätt mot fluidflödet. Alla krafter som verkar i en an-
nan riktning än vinkelrätt mot flödet kommer att upphävas av 
en annan motstående kraft på grund av symmetri. Därför be-
traktar vi bara föremålets effektiva tvärsnittsarea A. För en boll 
är A helt enkelt en cirkel med radien R (används i EKV. 3). För en 
cylinder är A en rektangel med höjden 2R och bredden h (an-
vänds i EKV. 2). Beträffande vektorer är FM proportionell mot vek-
torprodukten av riktningshastigheten och vinkelhastigheten.

Slutligen måste vi bestämma motståndskraften FD. Motstånd är 
komplicerat eftersom luftflödet kan vara laminärt eller turbu-
lent, till stor del beroende på föremålets form och egenska-
perna hos fluiden som föremålet rör sig i. För våra försök räcker 
det att anta att flödet är laminärt (som i FIG. 1) och använda 
den vanliga motståndskraftsekvationen där kraften har motsatt 
riktning gentemot v och är proportionell mot hastigheten: 
FD = βv. β är en konstant som beror på egenskaperna hos flui-
den måtten hos föremålet. För en fotboll i luft är β = 0,142 

kg    

s    [4].

3 | VAD ELEVERNA GÖR
Här presenterar vi tre olika alternativ för att demonstrera 
Magnuseffekten. Alla dessa experiment kan utföras som enkla 
demonstrationer, men du kan också filma experimenten och 
använda våra modeller för att analysera banorna. I så fall bör 
du använda en stationär kamera placerad på samma höjd som 
föremålen och vinkelrätt mot banan, samt minst några meter 
bort för att minimera vinkeldistorsion. Filmen kan sedan ana-
lyseras med ett rörelseanalysprogram. Vi rekommenderar 
Tracker [5]. Detaljerade anvisningar om hur du använder Tracker 
finns i vår första iStage-bok [6]. Det finns en utmärkt app, 
VidAnalysis [7], som registrerar banan och utför analysen di-
rekt på en Androidenhet (FIG. 2C). Registrerade data kan också 
exporteras för ytterligare analys. Här använder vi gratispro-
gramvaran GeoGebra [8]. 

FD

Fg

FM

FIG. 1 Krafter [3]   
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3 | 1  Försök med cylindrar
Tillverka olika cylindrar av A4- eller A3-papper och lim. Ställ upp 
ett lutande plan och låt cylindrarna rulla nedför planet för att 
åstadkomma ett fritt fall med rotation (FIG. 2A).

Eleverna kan undersöka vad som händer om de ändrar lut-
ningen på planet eller cylinderns radie eller höjd. Eleverna kan 
experimentellt bestämma vilka parametrar som synbarligen 
ger en större effekt och korrelera dem till EKV. 2, eller så kan de 
gå vidare genom att extrahera data och utföra dataanalys (mo-
dell II) enligt beskrivningen längre fram. 

Magnuseffekten i vatten (FIG. 3) är ännu mer imponerande tack 
vare den högre densiteten hos mediet. Cylindern måste ha en 

högre densitet än vatten och en grov yta för att öka friktionen. 
Vi använde en fast teflonstav med kardborrband fastlimmat på 
ytan. För att justera cylinderns vikt kan du limma fast mynt i 
ändarna på cylindern.

En ännu mer spektakulär men svårare uppställning är att limma 
eller tejpa ihop bottnarna på två frigolitmuggar så att du får en 
cylinder med en midja på mitten. [9] Rulla ett snöre runt midjan 
och släpp cylindern i luften genom att rycka i snöret (FIG. 4. Det 
finns också en länk till en film på vår GeoGebra-sida [10]). Det 
kräver lite övning, men resultatet är spektakulärt. Experimentet 
är inte lika reproducerbart som de andra cylinderexperimenten 
eftersom banan beror på vinkeln och hur hårt du rycker i snöret. 
De lyckade banorna kan dock ändå analyseras var för sig. I 
FIG.  4 går de flygande muggarna in i en cirkulär rörelse. Om 
Magnuseffekten är avsevärt större än tyngdkraften uppträder 
FM som en centripetalkraft. Detta användbara antagande kom-
mer att användas senare under dataanalysen.

3 | 2  Dataanalys
Vi har utvecklat olika matematiska modeller för att analysera 
banorna. Dessa modeller finns på internet, på vår GeoGebra-sida 
för iStage 3 [10]. Vi rekommenderar starkt att du tittar på dem 
innan du fortsätter läsa denna text. De körs direkt i din webblä-
sare, du klickar bara på länken. 

I alla beräkningar har vi antagit att rotationen är konstant under 
flykten i luften. Vi gör sedan två förenklade modeller baserade 
på olika antaganden: 

Modell I: Som i den frågeteckenformade banan med de flygande 
pappersmuggarna (FIG. 4) kommer FM att uppträda som en 
centripetalkraft och föremålets beräknade bana kommer att 
vara en cirkel med radien r. Detta antagande är också rimligt i 
en straffsparkssituation där den bollens totala hastighet förblir 
ungefär densamma. En del av energin går förlorad på grund av 
turbulens. Därför behöver vi införa en konstant Cs för att be-
skriva denna förlust.

Då har vi följande: 

FM = Cs2ρ�vRA =   
mv2    

r
   .

FIG. 2 Cylinder och lutande plan

FIG. 3 Magnuseffekten i vatten

FIG. 4 Flygande muggar

2A

2C2B
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För en sfär: r =   mv
2Cs�ρ�R3

   . (EKV. 4)

För en cylinder: r =   mv
4Csρ�hR2

   . (EKV. 5)

Du kan se spåret från FIG. 4 i vår GeoGebra-modell (flygande 
muggar) samt ändra cirkelns centrum och Cs. Prova olika para-
metrar för att få den bästa kurvanpassningen. Modellen kom-
mer att beräkna r från EKV. 5. För våra data fås den bästa an-
passningen med Cs = 0,86.

Modell II: För att förenkla beräkningarna för försöket med pap-
perscylindern (FIG. 2) kan eleverna anta att Magnuseffekten hu-
vudsakligen drar vinkelrätt mot rörelsens initiala riktning och 
att cylindrarna har uppnått maximal hastighet när de faller. Med 
dessa antagande tar FD och Fg ut varandra och Magnuseffekten 

kan betraktas som acceleration a i y-riktningen så att den be-
räknade banan blir en parabol: 

y =  
a   

2v2
  x2     ⟹    y = Cs  ρ�RA   

mv
  x2 .

För en sfär:  y = Cs   �ρ�R3   

mv
  x2 .   (EKV. 6)

För en cylinder: y = Cs   2ρ�hR2   

mv
  x2.    (EKV. 7)

 
Detta är en förenkling, men den ger oss ett liknande värde för 
Cs som i vår andra modell. 

På vår GeoGebra-sida (FIG. 6) har vi iscensatt ett återskapande 
av Roberto Carlos berömda frispark. Du kan ändra nästan alla 
parametrar för att ändra uppställningen (avstånd, vinkel, mål-
burens storlek, Cs , hastighet, rotation, fyrmannamurens posi-
tion osv.). Analysen visar den beräknade banan för modell I och 
II, denna gång med hjälp av EKV. 4 och EKV. 6 eftersom vi betrak-
tar en boll i stället för en cylinder. Utmana dina elever att hitta 
de bästa värdena för en given uppställning, eller be dem hitta 
de villkor där modellerna ger olika banor och be dem förklara 
varför. (Du kommer att se att modellerna skiljer sig när bollen 
får en mycket låg hastighet och en kraftig rotation). 

3 | 3  Simuleringar
2D-simulering: Efter några praktiska försök kan eleverna simu-
lera Magnuseffekten. Ladda ner Java-programmet [11]. I denna 
simulering kan eleverna modifiera den initiala hastigheten, vin-
keln, motståndskoefficienten och vinkelfrekvensen. Rotations-
riktningen och krafterna som verkar på bollen visas i FIG. 1. I 
FIG. 7 visar vi tre exempel på banor vid 30° med frekvensen 0, 5 
respektive 10 

rev   

s  . Du kan se att värdena på xmax och ymax ökar 
om frekvensen ökar.

FIG. 5 Analys av flygande muggar

FIG. 6 Analys av frispark
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3D-simulering: Här har vi på nytt återskapat banan för Roberto 
Carlos frispark (FIG. 8). Nu kan du prova själv genom att ladda 
ner respektive Javaprogram [11]. Senare kan du prova en annan 
version [11] utan spark, men genom att fritt ändra parametrarna 
för att se vilken effekt de har på banan.

I 3D blir saker och ting snabbt mer komplexa. I den tvådimensio-
nella modellen kan bollen bara ha överskruv eller underskruv, 
vilket betyder att banan och Magnuskraften bara verkar i 
samma plan. I den tredimensionella modellen kommer Magnus-
effekten att böja bollens bana, men vinkelrörelsemängden kom-
mer alltid att bevaras eftersom bollen beter sig som ett gyro-
skop. Därför kommer vinkeln mellan v och ω alltid att vara olika 
vid olika punkter längs banan, vilket gör att bollen får en mer 
komplex bana. Till skillnad från GeoGebra-beräkningarna gör 
detta program helt enkelt en numerisk beräkning av alla krafter 
i varje bildruta baserat på värdena i den föregående bildrutan. 

Programmet är skrivet i Processing [12] som är en förenklad ver-
sion av Java.

4 | SLUTSATS
Bollens bana på en fotbollsplan är komplex och beror på en hel 
rad olika faktorer. För att studera detta i klassrummet måste 
eleverna dela upp det i hanterbara komponenter med hjälp av 
modeller och förenklingar. Dessa experiment, modeller och si-
muleringar ger en inblick i vad vi kan sluta oss till genom att ar-
beta med en vetenskaplig metod: Om vi antar att matchen spe-
las under vatten eller att fotbollen kan bytas ut mot två 
pappersmuggar kommer vi mycket nära förklaringen till hur 
Roberto Carlos lyckas skruva bollen.

5 | ALTERNATIV FÖR SAMARBETE
På vår GeoGebra-plattform för iStage 3 [10] finns information om 
hur du skaffar en kopia av våra GeoGebra-filer och hur du använ-
der dem. Vi föreslår en utmaning: Åstadkom största möjliga 
Magnuseffekt för försöket med de flygande pappersmuggarna. 
Det motsvarar att hitta det högsta värdet för Cs, så nära 1 som 
möjligt. Du kan dela med dig av analys, resultat och 
modeller [11].
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FIG. 7 2D-simulering

FIG. 8 3D-simulering

 Röd linje: med Magnuseffekt
 Blå linje: ingen Magnuseffekt
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