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1 | STRESZCZENIE
Obracająca się piłka poruszająca się w powietrzu będzie zakręcać 
ze względu na efekt Magnusa, czyli siłę działającą prostopadle do 
kierunku i osi obrotu piłki. W tej jednostce prezentujemy kilka 
praktycznych doświadczeń, symulacji i metod w celu obliczenia 
jej trajektorii. 

2 | WPROWADZENIE KONCEPCYJNE
W czerwcu 1997 roku Roberto Carlos strzelił słynnego gola z rzutu 
wolnego z odległości 35 m od bramki, który wciąż zdumiewa oglą-
dających ten strzał [1]. Jak piłka może zachowywać się w ten spo-
sób, lecąc w jednym kierunku zaczyna magicznie zakręcać w kie-
runku bramki? Odpowiedź brzmi: piłka kręci się w powietrzu 
i podlega sile Magnusa. Jeśli chcecie obejrzeć wprowadzenie do 
rzutów wolnych w wykonaniu samego mistrza Roberto, gorąco  
zachęcamy do obejrzenia jego filmu na stronie UEFA Training  
Ground [2]. Jeśli chcecie dowiedzieć się kilku rzeczy na temat siły 
Magnusa, czytajcie dalej. 

Aby przeanalizować trajektorię piłki, musimy ocenić trzy siły dzia-
łające na nią: grawitacji Fg, Magnusa FM i opór FD . 

Siła grawitacji jest opisana drugą zasadą dynamiki Newtona,  
Fg = mg, gdzie m to masa piłki, a g to przyspieszenie ziemskie. 

Efekt Magnusa FM występuje w wyniku różnic ciśnień po obu stro-
nach piłki. Zmiany w ciśnieniu można opisać, używając równania 
Bernoulliego. Dla punktu na powierzchni poruszającego się wzglę-
dem otoczenia z prędkością v, całkowite ciśnienie p jest równe 
otaczającemu ciśnieniu statycznemu p0 i ciśnieniu dynamiczne-
mu q (RÓWN. 1), gdzie � to gęstość ośrodka (w naszym przypad-
ku będzie to gęstość powietrza). Jednak kiedy piłka lub cylinder 

o promieniu R obraca się (z prędkością kątową � w radianach na 
sekundę), punkt na powierzchni po jednej stronie piłki poddawa-
ny jest działaniu większego przepływu powietrza (v + �R) niż 
punkt po przeciwnej stronie (v – �R). Stąd możemy obliczyć róż-
nicę w ciśnieniu Δp = 2��vR z RÓWN. 1. 

p = q + p0 = ρv2    

2
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FM =  ΔpA = (2ρ�vR)A

Dla walca: FM = 4ρ�vR2h. (RÓWN. 2)

Dla kuli: FM = 2ρ�vπR3. (RÓWN. 3)

Siła Magnusa zależy zatem od różnicy ciśnień i powierzchni pola 
przekroju ciała. Bez zagłębiania się w dokładne obliczenia mate-
matyczne, zajmiemy się jedynie siłami działającymi prostopadle 
względem przepływu cieczy. Każda siła działająca w kierunku in-
nym niż prostopadle do przepływu będzie zrównoważona przez 
inną przeciwną siłę w wyniku symetrii. Dlatego zajmujemy się tyl-
ko użyteczną powierzchnią przekroju A przedmiotu. W przypadku 
piłki A będzie po prostu kołem o promieniu R (użyty w RÓWN. 3); 
w przypadku walca A będzie prostokątem o wysokości 2R i szero-
kości h (użyty w RÓWN. 2). Pod względem wektorowym FM jest 
proporcjonalna do iloczynu wektorowego prędkości kierunkowej 
i kątowej.

Ostatecznie należy oszacować siłę oporu FD. Opór jest skompli-
kowany, ponieważ przepływ powietrza może być warstwowy 
lub zaburzony, zależąc w dużej mierze od kształtu przedmiotu 
i natury płynu, w którym się porusza. Do celów naszych do-
świadczeń wystarczy przyjąć, że przepływ ten jest warstwowy 
(jak na RYS. 1) i użyjemy standardowego równania na opór, 
gdzie siła jest skierowana w przeciwnym kierunku do v i propor-
cjonalna do prędkości: FD = βv. β to stała, która zależy od wła-
ściwości cieczy i wymiarów przedmiotu, w przypadku piłki noż-
nej i powietrza jest to β = 0,142  kg    

s   [4].

3 | ZADANIE UCZNIÓW
Prezentujemy trzy różne przykłady zademonstrowania efektu Ma-
gnusa. Wszystkie te doświadczenia można przeprowadzić jako 
proste pokazy, ale można je również sfilmować i użyć naszych 
modeli do analizy trajektorii. W takim przypadku należy zwrócić 
uwagę, aby nagrywać film kamerą stacjonarną na tej samej wyso-
kości co przedmioty i prostopadle do trajektorii oraz przynajmniej 
z odległości kilku metrów, aby zminimalizować zniekształcenia 
kątowe. Film można następnie przeanalizować za pomocą progra-
mu do wideopomiarów. Polecamy program Tracker [5]. Szczegóło-
we instrukcje dotyczące używania narzędzia Tracker znajdują się 
w naszej pierwszej broszurze iStage [6]. Istnieje świetna aplikacja, 

FD

Fg

FM

RYS. 1 Siły [3]   
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VidAnalysis [7], która nagrywa trajektorię i przeprowadza analizę 
bezpośrednio w urządzeniu z systemem Android (RYS. 2C). Dane 
można także wyeksportować do dalszej analizy; tutaj używamy 
darmowego oprogramowania GeoGebra [8]. 

3 | 1  Doświadczenia z cylindrem
Wykonajcie różne cylindry, używając arkuszy papieru A4 lub A3 
i kleju. Zamontujcie tablicę pod kątem i puśćcie cylindry w dół po na-
chyleniu, aby wprowadzić je w swobodny ruch z obrotem (RYS. 2A).

Uczniowie mogą sprawdzić, co się stanie, jeśli zmienią nachylenie 
deski, promień lub wysokość cylindra. Uczniowie mogą doświad-
czalnie określić parametry, które będą widocznie zapewniać więk-
szy efekt i powiązać go z RÓWN. 2 lub mogą nawet wyekstrahować 

dane i przeprowadzić ich analizę (Model II) zgodnie z późniejszym 
opisem. 

Efekt Magnusa w wodzie (RYS. 3) jest jeszcze większy ze względu na 
większą gęstość nośnika. Cylinder musi mieć większą gęstość niż 
woda, a szorstka powierzchnia zwiększa tarcie. Użyliśmy litego prę-
ta teflonowego z rzepem przylepionym do powierzchni. Aby zwięk-
szyć ciężar cylindra, można przykleić monety na jego końcach.

Jeszcze bardziej widowiskowa, ale trudniejsza konfiguracja zakła-
da sklejenie klejem lub taśmą dwóch podstawek styropianowych 
kubków, tak aby mieć cylinder z przewężeniem na środku.[9] Na-
stępnie należy owinąć sznurek wokół przewężenia i puścić cylin-
der w powietrze, szarpiąc za sznurek (RYS. 4; jest również link do 
filmu na naszej stronie GeoGebra [10]). Wykonanie tego wymaga 
pewnej wprawy, ale efekt jest niesamowity. To doświadczenie jest 
mniej odtwarzalne w porównaniu z innymi doświadczeniami z cy-
lindrami, ponieważ trajektoria zależy od kąta oraz siły szarpnięcia 
sznurka. Tym niemniej jednak możecie przeanalizować udane tra-
jektorie oddzielnie. Na RYS. 4 latające kubki wykonują ruch kolisty. 
Jeśli efekt Magnusa jest znacząco większy niż przyciąganie ziem-
skie,  FM zachowuje się jak siła dośrodkowa. Tego przydatnego za-
łożenia użyjemy później podczas analizy danych.

3 | 2  Analiza danych
Opracowaliśmy różne modele matematyczne do analizy trajekto-
rii. Modele te są dostępne bezpośrednio na naszej stronie iStage 3 
GeoGebra [10]. Gorąco zachęcamy, aby otworzyć te modele przed 
dalszą lekturą tego tekstu. Otworzą się bezpośrednio w przeglą-
darce – wystarczy kliknąć link. 

We wszystkich obliczeniach przyjęliśmy, że ruch obrotowy jest 
stały podczas lotu. Następnie przygotowaliśmy dwa uproszczone 
modele oparte na różnych założeniach: 

Model I: Podobnie jak w przypadku trajektorii latających kubków 
(w kształcie znaku zapytania) (RYS. 4), FM będzie zachowywać się 
jak siła dośrodkowa, a obliczona trajektoria przedmiotu będzie 
okręgiem o promieniu r. To założenie jest również uzasadnione 
w przypadku rzutu karnego, gdzie całkowita prędkość piłki pozo-
staje mniej więcej taka sama. Część energii zostaje utracona ze 
względu na turbulencje, stąd musimy wprowadzić stałą Cs, aby 
opisać tę stratę.

RYS 2 Cylinder i pochylnia

RYS. 3 Efekt Magnusa w wodzie

RYS. 4 Latające kubki

2A

2C2B

PO(D)KRĘCONA FIZYKA54



Tak więc mamy: 

FM = Cs2ρ�vRA =   
mv2    

r
.

 
Dla kuli: r =   mv    

2Cs�ρ�R3
   . (RÓWN. 4)

Dla cylindra: r =   mv    

4Csρ�hR2
. (RÓWN. 5)

Widać ślad na RYS. 4 w naszym modelu GeoGebra (latające kubki) 
i zmianę środka okręgu i Cs. Pobawcie się parametrami, aby zna-
leźć jak najlepsze dopasowanie; model pozwoli obliczyć r 
z RÓWN. 5. W przypadku naszych danych najlepszym dopasowa-
niem jest Cs = 0,86.

Model II: Aby uprościć obliczenia do celów doświadczenia z cylin-
drem papierowym (RYS. 2), uczniowie mogą przyjąć, że efekt Ma-

gnusa występuje głównie prostopadle do pierwotnego kierunku 
ruchu i że cylindry osiągnęły maksymalną prędkość w momencie 
spadania. Przy takich założeniach FD i Fg się równoważą, a efekt 
Magnusa można uznać za przyspieszenie a w kierunku y, stąd ob-
liczona trajektoria będzie parabolą: 

y =  
a   

2v2
  x2     ⟹    y = Cs  ρ�RA   

mv
  x2 .

Dla kuli:  y = Cs   �ρ�R3   

mv
  x2 .   (RÓWN. 6)

Dla cylindra: y = Cs   2ρ�hR2   

mv
  x2.    (RÓWN. 7)

 
Jest to uproszczenie, jednak zapewni nam podobną wartość Cs jak 
w naszym drugim modelu. 

Na naszej stronie GeoGebra (RYS. 6) odtworzyliśmy słynny rzut 
wolny Roberto Carlosa. Możecie pobawić się prawie wszystkimi 
parametrami, aby zmieniać konfigurację (odległość, kąt, wymiary 
bramki, Cs, prędkość, obrót, ustawienie czteroosobowego muru 
itp.). Analiza pokaże obliczoną trajektorię w obu modelach – I i II – 
tym razem przy użyciu RÓWN. 4 i RÓWN. 6, ponieważ teraz anali-
zujemy piłkę, a nie cylinder. Nauczyciel powinien zachęcić uczniów, 
aby poszukali najlepszych wartości dla danego ustawienia lub po-
prosić ich, aby poszukali warunków, w których obliczenia trajekto-
rii na podstawie obu modeli będą inne i wyjaśnili dlaczego (okaże 
się, że wyniki będą się różnić przy piłce poruszającej się z bardzo 
małą prędkością i szybko obracającej się). 

1 | 1  Symulacje
Symulacja 2D: Po praktycznych doświadczeniach uczniowie 
mogą zasymulować efekt Magnusa. Pobierzcie program Java [11]. 
W ramach tej symulacji uczniowie mogą zmieniać pierwotną pręd-
kość, kąt, współczynnik oporu oraz częstotliwość kątową. Ruch 

RYS. 5 Analiza latających kubków

RYS. 6 Analiza rzutu wolnego
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obrotowy i siły oddziałujące na piłkę są pokazane na RYS. 1. Na 
RYS. 7 pokazujemy trzy przykłady trajektorii pod kątem 30° przy 
częstotliwości 0, następnie 5 i 10 obr.   

s . Widać, że wartości xmax i ymax 
rosną wraz ze wzrostem częstotliwości.

Symulacja 3D: Po raz kolejny odtworzyliśmy trajektorię rzutu wol-
nego Roberto Carlosa (RYS. 8). Teraz możecie spróbować swoich sił, 
pobierając odpowiedni program Java [11]. Później możecie wypró-
bować inną wersję [11] bez wykopu, ale możecie zmienić parame-
try dowolnie, aby sprawdzić, jaki wpływ będą mieć na trajektorię.

W symulacji 3D sytuacja nagle zdecydowanie się zmienia. W mo-
delu dwuwymiarowym piłka może mieć tylko rotację górną lub dol-
ną, tak więc trajektoria i siła Magnusa będzie zawsze oddziaływa-
ła na tej samej płaszczyźnie. W trójwymiarowym modelu siła 
Magnusa będzie zakrzywiać trajektorię piłki, ale moment pędu ru-
chu obrotowego będzie zawsze zachowany, ponieważ piłka bę-

dzie zachowywać się jak żyroskop. Tak więc kąt pomiędzy v i ω 
będzie inny w różnych punktach trajektorii, co zdecyduje ją skom-
plikuje. W przeciwieństwie do obliczeń w programie GeoGebra ten 
program po prostu oblicza wszystkie siły numerycznie w każdej 
klatce na podstawie wartości w poprzedniej klatce. Program jest 
napisany w Processing [12], uproszczonej wersji Javy.

4 | WNIOSEK
Na boisku do piłki nożnej trajektoria piłki jest złożona i zależy od 
wielu różnych czynników. Aby ją przeanalizować w klasie, ucznio-
wie muszą podzielić ją na części, którymi będą umieli się zająć, 
przy użyciu modeli i uproszczeń. Te doświadczenia, modele i sy-
mulacje dają wgląd w to, co można wywnioskować z pracy z me-
todą naukową: jeśli przyjmiemy, że gra jest rozgrywana pod wodą 
lub że piłkę nożną można zastąpić dwoma papierowymi kubkami, 
wówczas będziemy bardzo blisko wyjaśnienia, jak Roberto Carlos 
zdołał tak podkręcić piłkę.

5 | MOŻLIWOŚCI WSPÓŁPRACY
Na naszej platformie iStage 3 GeoGebra [10] można znaleźć infor-
macje na temat tego, jak uzyskać kopię naszych plików GeoGebra 
i jak z nich skorzystać. Proponujemy konkurs: uzyskajcie jak naj-
większy efekt Magnusa w doświadczeniu z latającymi papierowy-
mi kubkami. Odpowiada to znalezieniu najwyższej wartości dla Cs 

– możliwie najbliższej 1. Możecie udostępnić innym swoje analizy, 
wyniki i modele [11].
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RYS. 7 Symulacja 2D

RYS. 8 Symulacja 3D

 Czerwona linia: z efektem Magnusa
 Niebieska linia: bez efektu Magnusa
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